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Classificazione

Data

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0 (1)

dove aij = aij(x, y), consideriamo a11uxx + 2a12uxy + a22uyy = 0;
da questa l’equazione caratteristica

a11

(
dy

dx

)2

− 2a12

(
dy

dx

)
+ a22 = 0 ⇒ dy

dx
=
a12 ±

√
∆

a11
dove ∆ = a2

12 − a11a22 (2)

se ∆ > 0 ⇒ eq. iperbolica
se ∆ < 0 ⇒ eq. ellittica
se ∆ = 0 ⇒ eq. parabolica

Riduzione in forma canonica

Considero le due soluzioni

{
dy
dx = a12+

√
∆

a11
dy
dx = a12−

√
∆

a11

e risolvendo ottengo
{
ξ = ξ(x, y)
η = η(x, y)

che andranno poi

sostituite in (1); le sostituzioni sono:
ux = uξξx + uηηx

uy = uξξy + uηηy

uxx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + [uξξxx + uηηxx]

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + [uξξyy + uηηyy]

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + [uξξxy + uηηxy]

eq. Iperboliche

Forma canonica: uξη = Ψ(ξ, η, u, uξ, uη)
Con α = ξ + η e β = ξ − η1 otteniamo uαα − uββ = Ψ(α, β, u, uα, uβ)

eq. Ellittiche

Forma canonica: uξη = Ψ(ξ, η, u, uξ, uη) [variabili complesse]
Con α = ξ+η

2 e β = ξ−η
2i otteniamo uαα + uββ = Ψ(α, β, u, uα, uβ) [variabili reali]

eq. Paraboliche

In questo caso in (2) abbiamo una sola radice, ξ = dy
dx , e per η scelgo una funziona linearmente

indipendente da ξ.

Forma canonica: uηη = Ψ(ξ, η, u, uξ, uη)

1se α = ξ+η
k

e β = ξ−η
w

, k 6= w reali, non otteniamo la forma canonica
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Eq. delle onde

sul segmento omogenea
utt = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) φ ∈ C4([0, L]), ϕ(0) = ϕ(L) = ϕ′(0) = ϕ′(L) = 0
ut(x, 0) = ψ(x) ψ ∈ C3([0, L]), ψ(0) = ψ(L) = ψ′(0) = ψ′(L) = 0
u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥1

[
ϕk cos

(
kπa

L
t

)
+

L

kπa
ψk sin

(
kπa

L
t

)]
sin

(
kπ

L
x

)

dove ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ϕ(x) =

∑
k≥1

ϕk sin
(
kπ

L
x

)

ψk =
2
L

∫ L

0
ψ(ξ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ψ(x) =

∑
k≥1

ψk sin
(
kπ

L
x

)

sul segmento omogenea con termine forzante
utt = a2uxx + f(x, t) x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)
u(0, t) = u(L, t) = 0

si divide in


utt = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)
u(0, t) = u(L, t) = 0

+


utt = a2uxx + f(x, t) x ∈ [0, L]
u(x, 0) = 0
utx, 0 = 0
u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥1

[
ϕk cos

(
kπa

L
t

)
+

L

kπa
ψk sin

(
kπa

L
t

)]
sin

(
kπ

L
x

)
+

+
∑
k≥1

L

kπa

∫ t

0
sin

(
kπa

L
(t− τ)

)
sin

(
kπ

L
x

)
fk(τ)dτ

dove ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ϕ(x) =

∑
k≥1

ϕk sin
(
kπ

L
x

)

ψk =
2
L

∫ L

0
ψ(ξ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ψ(x) =

∑
k≥1

ψk sin
(
kπ

L
x

)

fk(τ) =
2
L

∫ L

0
f(ξ, τ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ f(x, t) =

∑
k≥1

fk(t) sin
(
kπ

L
x

)
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sul segmento non omogenea

utt = a2uxx + f(x, t) x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)
u(0, t) = µ1(t)
u(L, t) = µ2(t)

prendo u(x, t) = v(x, t)+U(x, t), scelgo U(x, t) che mi rende omogenei i valori al bordo (per esempio
U(x, t) = µ1 + x

L(µ2 − µ1)) e mi ritrovo che v(x, t) soddisfa il caso precedente

sul segmento omogenea nelle derivate
utt = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)
ux(0, t) = ux(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥0

[
ϕk cos

(
kπ

L
at

)
+

L

kπa
ψk sin

(
kπ

L
at

)]
cos

(
kπ

L
x

)

dove ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) cos

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ϕ(x) =

∑
k≥0

ϕk cos
(
kπ

L
x

)

ψk =
2
L

∫ L

0
ψ(ξ) cos

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ψ(x) =

∑
k≥0

ψk cos
(
kπ

L
x

)

sulla retta
utt = a2uxx x ∈ R, a > 0
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C2(R)
ut(x, 0) = ψ(x) ψ ∈ C1(R)

u(x, t) =
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(α)dα [formula di D’Alembert]
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sulla retta con termine forzante
utt = a2uxx + f(x, t) x ∈ R a > 0
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C2(R)
ut(x, 0) = ψ(x) ψ ∈ C1(R)

si divide in


utt = a2uxx x ∈ R
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)

+


utt = a2uxx + f(x, t) x ∈ R
u(x, 0) = 0
utx, 0 = 0

u(x, t) =
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(α)dα+

1
2a

∫ t

0

∫ x+a(t+τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξdτ

sulla semiretta omogenea
utt = a2uxx x ∈ [0,+∞) a > 0
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ(0) = 0
ut(x, 0) = ψ(x) ψ(0) = 0
u(0, t) = 0

si cerca di traferire questo problema su tutta la retta:


utt = a2uxx x ∈ R, a > 0
u(x, 0) = Φ(x)
ut(x, 0) = Ψ(x)

Ampliamento dispari: Φ(x) =

{
ϕ(x) se x ≥ 0
−ϕ(−x) se x < 0

e Ψ(x) =

{
ψ(x) se x ≥ 0
−ψ(−x) se x < 0

u(x, t) =

{
ϕ(x+at)+ϕ(x−at)

2 + 1
2a

∫ x+at
x−at ψ(α)dα x− at ≥ 0

ϕ(x+at)−ϕ(at−x)
2 + 1

2a

∫ x+at
a−xt ψ(α)dα x− at < 0

sulla semiretta omogenea nelle derivate
utt = a2uxx x ∈ [0,+∞) a > 0
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)
ux(0, t) = 0

si cerca di traferire questo problema su tutta la retta:


utt = a2uxx x ∈ R, a > 0
u(x, 0) = Φ(x)
ut(x, 0) = Ψ(x)

Ampliamento pari: Φ(x) =

{
ϕ(x) se x ≥ 0
ϕ(−x) se x < 0

e Ψ(x) =

{
ψ(x) se x ≥ 0
ψ(−x) se x < 0

u(x, t) =

{
ϕ(x+at)+ϕ(x−at)

2 + 1
2a

∫ x+at
x−at ψ(α)dα x− at ≥ 0

ϕ(x+at)−ϕ(at−x)
2 + 1

2a

[∫ x+at
0 ψ(α)dα+

∫ at−x
0 ψ(α)dα

]
x− at < 0
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in 2 dimensioni
utt = ∆u (x, y) ∈ Q = [0, L]× [0, R], ∆ = ∂2

x + ∂2
y

u(x, y, 0) = ϕ(x, y)
ut(x, y, 0) = ψ(x, y)

u
∣∣∣
∂Q

= 0

u(x, y, t) =
∑

n,k≥1

[
ϕn,k cos

(
kπ

L
t

)
+

L

kπ
ψn,k sin

(
kπ

L
t

)]
sin

(
kπ

L
x

)
sin

(
kπ

L
y

)

ϕn,k =
∫ R

0

∫ L

0
ϕ(x, y) sin

(
kπ

L
x

)
sin

(nπ
R
y
)
dxdy ⇐ ϕ(x, y) =

∑
n,k≥1

ϕn,k sin
(
kπ

L
x

)
sin

(nπ
R
y
)

ψn,k =
∫ R

0

∫ L

0
ψ(x, y) sin

(
kπ

L
x

)
sin

(nπ
R
y
)
dxdy ⇐ ψ(x, y) =

∑
n,k≥1

ψn,k sin
(
kπ

L
x

)
sin

(nπ
R
y
)

in 3 dimensioni
utt = ∆u ∆ = ∂2

x1
+ ∂2

x2
+ ∂2

x3

u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)

u(x, t) = t(Mψ)(x, t) + ∂t[t(Mϕ)(x, t)] dove (MF )(x, t) =
1
4π

∫
S1

F (x+ ty)σ(dy)

Le coordinate sferiche sono


x1 = r cos θ sinϕ
x2 = r sin θ sinϕ
x3 = r cosϕ

a cui va aggiunto (nell’integrale) r2 sinϕ.

∫
S1

x2
1 + x2

2 + x2
3dσ = 4π

∫
S1

x2
1 + x2

2dσ =
8π
3∫

S1

x2
1dσ =

4π
3
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Eq. del calore

sulla retta{
ut = a2uxx x ∈ R
u(x, 0) = ϕ(x)

u(x, t) =
∫

R
G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ dove G(x, ξ, t) =

e−
(x−ξ)2

4a2t

√
4πa2t

Proprietà: |u| ≤ supx |ϕ|

sulla retta con termine forzante lineare{
ut = a2uxx + αu x ∈ R
u(x, 0) = ϕ(x)

prendo v(x, t) = e−αtu(x, t) (con u(x, t) soluzione), che risove il problema precedente e si ottiene

u(x, t) = eαt

∫
R
G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ dove G(x, ξ, t) =

e−
(x−ξ)2

4a2t

√
4πa2t

sulla semiretta

sul segmento omogenea
ut = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L])
u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥1

ϕk sin
(
kπ

L
x

)
e−(akπ

L )2
t

dove ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ϕ(x) =

∑
k≥1

ϕk sin
(
kπ

L
x

)
oppure

u(x, t) =
∫ L

0
G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ dove G(x, ξ, t) =

2
L

∑
n≥1

sin
(nπ
L
ξ
)

sin
(nπ
L
x
)
e−(nπa

L )2
t

Principio del massimo: se u(x, t) ∈ C(R) con R = [0, L] × [0, T ] e ut = a2uxx in Ṙ allora u(x, t)
raggiunge il massimo in t = 0 o x = 0 o x = L
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sul segmento omogenea con termine forzante
ut = a2uxx + f(x, t) x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L])
u(0, t) = u(L, t) = 0

si divide in


ut = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L])
u(0, t) = u(L, t) = 0

+


ut = a2uxx + f(x, t) x ∈ [0, L]
u(x, 0) = 0
u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥1

ϕk sin
(
kπ

L
x

)
e−(akπ

L )2
t +

∑
k≥1

uk(t) sin
(
kπ

L
x

)

dove uk(t) =
∫ t

0
fk(τ)e−( kπa

L )2
(t−τ)dτ

ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ ϕ(x) =

∑
k≥1

ϕk sin
(
kπ

L
x

)

fk(τ) =
2
L

∫ L

0
f(ξ, τ) sin

(
kπ

L
ξ

)
dξ ⇐ f(x, t) =

∑
k≥1

fk(t) sin
(
kπ

L
x

)
oppure

u(x, t) =
∫ L

0
G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ +

∫ t

0

∫ L

0
G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ

dove G(x, ξ, t) =
2
L

∑
n≥1

sin
(nπ
L
ξ
)

sin
(nπ
L
x
)
e−(nπa

L )2
t

sul segmento non omogenea
ut = a2uxx + f(x, t) x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L])
u(0, t) = µ1(t)
u(L, t) = µ2(t)

prendo u(x, t) = v(x, t)+U(x, t), scelgo U(x, t) che mi rende omogenei i valori al bordo (per esempio
U(x, t) = µ1 + x

L(µ2 − µ1)) e mi ritrovo che v(x, t) soddisfa il caso precedente

sul segmento omogenea nelle derivate
ut = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L]), ϕ′(0) = ϕ′(L) = 0
ux(0, t) = ux(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥0

ϕk cos
(
kπ

L
x

)
e−(akπ

L )2
t dove ϕk =

2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) cos

(
kπ

L
ξ

)
dξ
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sul segmento con condizioni al bordo miste (1)
ut = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L])
u(0, t) = ux(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥1

ϕk sin
(

2k − 1
2L

πx

)
e−( 2k−1

2L
aπ)2

t dove ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) sin

(
2k − 1

2L
πξ

)
dξ

sul segmento con condizioni al bordo miste (2)
ut = a2uxx x ∈ [0, L]
u(x, 0) = ϕ(x) ϕ ∈ C0([0, L])
ux(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, t) =
∑
k≥0

ϕk cos
(

2k − 1
2L

πx

)
e−( 2k−1

2L
aπ)2

t dove ϕk =
2
L

∫ L

0
ϕ(ξ) cos

(
2k − 1

2L
πξ

)
dξ
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Eq. di Laplace

Teorema: se u è armonica su tutto Ω allora
∫
∂Ω

d
dru(r, θ)dθ = 0

Teorema: u(M0) = 1
2πa2

∫
Σa
udσ, dove Σa = ∂Ba(M0), se u è armonica in Ba(M0) ⊆ R2

u(M0) = 1
4πa2

∫
Σa
udσ, dove Σa = ∂Ba(M0), se u è armonica in Ba(M0) ⊆ R3

Principio del massimo (interno): u ∈ C(T ∩ ∂T ) ∪ C2(T ) armonica raggiunge il massimo in ∂T

Teoremi di unicità:
nel caso di un problema interno la soluzione è unica

la soluzione del problema esterno


∆u = 0 in T ⊆ R3

u
∣∣
∂T

= f

lim|M |→∞ u(M) = 0

è unica

la soluzione del problema esterno


∆u = 0 in T ⊆ R2

u
∣∣
∂T

= f

u limitata

è unica

problemi radiali

le funzioni armoniche fondamentali (nel piano) sono:
A ∈ R, θ, ln r, rn cos(nθ), rn sin(nθ), r−n cos(nθ), r−n sin(nθ) e la soluzione è scrivibile come

u(r, θ) = A+Bθ+C ln r+
∑
n≥1

[Dnr
n cos(nθ) +Enr

n sin(nθ) + Fnr
−n cos(nθ) +Gnr

−n sin(nθ)]

sul rettangolo{
∆u = 0 in Ω = [0, L1]× [0, L2]
u = f(x) se y = 0

u(x, y) =
∑
k≥1

fk

sinh(−kπL2
L1

)
sinh

(
kπ

L1
(y − L2)

)
sin(

kπ

L1
x) dove fk =

2
L1

∫ L1

0
f(ξ) sin(

kπ

L1
ξ)dξ

Nel caso di rotazioni

{
x′ = x

√
2

2 + y
√

2
2

y′ = −x
√

2
2 + y

√
2

2

sulla striscia{
∆u = 0 in Ω = {θ ∈ [0, 1]}
u = 0

∣∣
∂Ω

ci si restringe al quadrato [0, 1]× [0, 1], si impone che u(0, y) = f(y) e si risolve
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Formule di addizione e sottrazione

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ

Formule di prosta(ta)feresi

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2

tanα± tanβ =
sin(α± β)
cosα cosβ

con α, β 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

cotα± cotβ =
sin(β ± α)
sinα sinβ

con α, β 6= kπ, k ∈ Z

Formule di Werner

sinα sinβ =
1
2
[cos(α− β)− cos(α+ β)]

cosα cosβ =
1
2
[cos(α+ β) + cos(α− β)]

sinα cosβ =
1
2
[sin(α+ β) + sin(α− β)]


