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Classificazione
Data
a11Ugy + 2a12umy + a22Uyy + F(H?, Y, U, Uy, uy) =0 (1)

dove a;; = a;;(x, y), consideriamo a1z, + 2a12Uzy + a22Uyy = 0;
da questa l’equazione caratteristica

dy \ > dy dy a2 VA
all <d:p> — 2@12 (dl‘ + a9 = 0 = % = T dove A = CL%Q — a11a22 (2)

se A > 0 = eq. iperbolica
se A < 0= eq. ellittica
se A = 0 = eq. parabolica

Riduzione in forma canonica

dy _ a1 +VA

Considero le due soluzioni { 4 ~  an e risolvendo ottengo ¢ =£@y) che andranno poi
%y — a2—VvVA n=n(x,y)
Z ail

sostituite in (1); le sostituzioni sono:

Uy = Uy + UMy

Uy = ugly + unny

Upy = u&{g + 2ugn&anz + u777777923 + [Ugfm: + Unnxft]

Uyy = uge&y + 2ugn&yny + unly + [ugyy + uniyy]

Uy = Uge&ay + ugy (Exmy + Eyna) + Unn Ny + [Uﬁga:y + Urﬂlxy]

eq. Iperboliche

Forma canonica: ug, = W (&,n, u, ug, uy)
Cona=¢+ne=E—n! otteniamo une — ugg = ¥(a, B, U, Ua, ug)

eq. Ellittiche

Forma canonica: ug, = (&, n,u, ug, uy) [variabili complesse]

Con a = &T” e 3= 5;—;7 otteniamo uaa + ugs = V(o B, u, uq, ug) [variabili reali]
eq. Paraboliche

In questo caso in (2) abbiamo una sola radice, { = %, e per 7 scelgo una funziona linearmente
indipendente da &.

Forma canonica: uy,, = ¥(§,n,u, ug, u,)

lsea=51¢8= 5,%", k # w reali, non otteniamo la forma canonica
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Eq. delle onde

sul segmento omogenea

U = AP Ugy x € [0,L]
u(z,0) = ¢(x) ¢ € CH([0,L]), 9(0) = p(L) = ¢'(0) = ¢'(L) = 0
wi(z,0) = P(z) ¥ € C3([0, L]),4(0) = (L) = ¢'(0) =¢/(L) = 0
uw(0,t) = u(L,t) =0
u(z, {gpk cos <kLt) + —@Z)k sin <kzat)] sin <k£r$>
k>1
L
dove ¢p = i / p(€) sin (k 6) d¢ = p@) =) pysin <kzrx>
k>1
/ (&) sin < > d§ <= Y(x) = Zl/}k sin <kzr$)
k>1
sul segmento omogenea con termine forzante
U = azum + f(a;, t) x € [0, L]
u(z,0) = ()
ug(x,0) = P(z)
u(0,t) =u(L,t) =0
U = AP Ugy x € [0,L] Uy = a*ugy + f(z,t) x €[0,L)
i divide in § “(00) = #(@) LU0 =0
ug(x,0) = (z) wz,0 =20
u(0,t) = u(L,t) =0 u(0,t) =u(L,t) =0
kma L kma km
u(z,t) = [cp cos <t) + — 1 sin <t)] sin <£E> +
;; F L kra " L L
t T
+ % % ; sin <kLa(t - 7')) sin <Lx> fr(r)dr
L km
dove ¢ = L/o (&) sin (Lf) d¢ <= p(x) = kzxcpk sin <L$>
2 L km d km
S RGE <L§> ¢ = ¥@) = 3 pusin (ﬁ)
fur) = 2 [ e sin (FFe) ac = fe.0) = 3 Aiysin (o)
g LJy " L LR L
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sul segmento non omogenea

(U = aPuge + f(z,t) x€0,L]

u(z,0) = o(z)

u(z,0) = ()

u(0,t) = pa(t)

u(L,t) = pa(t)
prendo u(z,t) = v(x,t)+U(x,t), scelgo U(x,t) che mi rende omogenei i valori al bordo (per esempio
U(z,t) = p1 + 7 (p2 — p1)) e mi ritrovo che v(z,t) soddisfa il caso precedente

sul segmento omogenea nelle derivate

Uy = 0P Uy z €0, L]
u(z,0) = ()

ur(2,0) = P (z)

ug(0,8) = ugy(L,t) =0

u(z,t) = Z [(pk cos <kzrat> + WLGW sin <kzrat>] cos <l<zrx>

k>0
L
dove o= = /0 o (€) cos (Tf) ¢  plz) = kzzosok cos (’“}:)
L k L
Y = z/o (&) cos <[7/T’£> d¢ <= Y(z) = kzzowk cos (l?jm)
sulla retta
Ut = a2 Ugy reR, a>0

u(z,0) = p(z) ¢ € C*(R)
uy(z,0) = P(z) ¢ € C'(R)

t — at 1 z+at
u(z,t) = Pz +at) ; pla = at) + 2/ Y(a)da  [formula di D’Alembert]
a Jr—at
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sulla retta con termine forzante

U = a*Ugy + f(2,t) 2ER a >0

u(z,0) = p(z) p € C*(R)
u(z,0) = ¥(x) ¥ € C'(R)
U = a2 Ugy reR U = a®uge + f(z,t) z€R
si divide in ¢ u(z,0) = ¢(z) +q u(z,0) =0
ug(x,0) = () upr,0 =10
_ 1 ;E+at z+a(t+1)
u(z,t) = plz+at) + p@ —at) + / a)da + / / T)dédT
2 2a Jo—at z—a(t—T)

sulla semiretta omogenea

Ut = a2 Ugy r €[0,+00) a>0
u(,0) = o) p(0) =0
uy(x,0) = ¢(x) P(0) =0

u(0,t) =0
U = @ Ugy reR, a>0
si cerca di traferire questo problema su tutta la retta: ¢ u(xz,0) = ®(x)
ug(x,0) = U(x)
>0 >0
Ampliamento dispari: ®(z) = w(x) ST = e U(z)= () ser =
—p(—z) sex <0 —p(—x) sex <0

(m—i—at)—Hp z—at) z—l—at
u(x,t) = { 2 Jo—a -

(m+at)2 p(at—2x) +2afz+at ada r—at<0

sulla semiretta omogenea nelle derivate

U = aZUgy x€[0,+0) a>0
u(z,0) = ¢(z)
u(z,0) = 1(z)
ug(0,8) =0
Ut = A% Ugy reR, a>0
si cerca di traferire questo problema su tutta la retta: { u(x,0) = ®(x)

o
u(x,0) = U(x)

o(z) sex >0 e U(z) = {(:c) sex >0

Ampliamento pari: ®(z) =
o(—x) sex <0 P(—x) sex <0

(x+at)+<p z—at) + fa:—i-at z—at>0
u(x, t) p(z+at)—p(at—z) % x+at at— x
fha[ ¢( da—i—f Y(a)da] x—at <0
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in 2 dimensioni

Ut = Au
u(z,y,0) = o(z,y)
Ut(fﬁ,y,o) = U}(%y)

u’ =0
aQ

(Sli,y) € Q = [OaL] X [O? R]a

A=02+0;

k L k k k
u(z,y,t) = Y [@nkCOS<<;i>—kkﬂd%kshl<1?t>}shl<l?x)sh1<l?y>

n,k>1

n,k>1

RprL
Pnk = /0/0 o(z,y) sin (]{Zr:c> sin (%y) dzdy < p(z,y) = Z O, SN <l<zrx) sin (%y)
RpL

Yp = /0/0 Y(z,y)sin <kl7jx> sin (%y) dedy < Y(z,y) = Z Yy i Sin <kl7/r$> sin (§y>

in 3 dimensioni

Ut = Au
U(x70) = Sp(x)
ug(x,0) = (z)

A=02 +07,+02,

u(z,t) = t(My)(x,t) + [t (M) (z,1)]

21 = rcosfsin p

Le coordinate sferiche sono ¢ x5 = rsinfsin ¢

T3 = TCosp

j/ 22 4 22 + 22do = 4r
Sl

/:ﬁ+x%a=8ﬂ
N 3

4
/ rido = il
51 3

n,k>1

dove (MPF)(x,t) = % /Sl F(z + ty)o(dy)

7

a cui va aggiunto (nell'integrale) r2 sin ¢.
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6
Eq. del calore

sulla retta

Up = A Ugy reR
u(z,0) = ¢(z)

_ (@=9)?
u(a, t) = /R (e, 6. t)p(€)de  dove Cla,&,1) =

e 4a2t
Proprieta: |u| < sup, |¢|

VAmra?t

sulla retta con termine forzante lineare

u = a*ugy +au x €R
u(z,0) = ¢(z)

u(z,t) =

prendo v(z,t) = e~ *u(x,t) (con u(x,t) soluzione), che risove il problema precedente e si ottiene

_ (@—6)2
ot / Gla,6,0)p(E)de  dove G(a,&,1) =
R

e  4a2t

VAra?t
sulla semiretta
sul segmento omogenea
U = aPUgy x € [0, L]
u(z,0) = p(x) @ € CO([0, L])
u(0,t) =u(L,t) =0
k arT 2
u(z,t) = %(pk sin <[7jx) ()t

2

L
dove ¢ = L/o ©(&) sin (k7T

oppure

u(x,t) = /OL G(z, &, t)p(&)dE dove G(z,&,t) = %Zsin <n%§> sin <n7r

nma 2
Tx) e_(T) ¢
n>1
Principio del massimo: se u(z,t) € C(R) con R = [0,L] x [0,T] e u; = a*uy, in R allora u(z,t)
raggiunge il massimoint=0o0xz=0o0x =1L
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sul segmento omogenea con termine forzante

ur = a®ugz, + f(z,t) x€10,L]
u(z,0) = o(z) v € C([0, L))
u(0,t) =u(L,t) =0

U = a%Ugy z €0, L] up = a®ug, + f(z,t) x €10,L]
si divide in ¢ u(z,0) = ¢(z) 0 € C%0,L]) + S u(z,0) =0
u(0,t) =u(L,t) =0 u(0,t) =u(L,t) =0
x,t) = Z Ok sin (erZE) e (%5%) b4 Zuk sin (:1:)
k>1 k>1
dove uy(t / fr(r ) (- Tdr
km km
WZL/gﬂh'(LQ% @w@=2%wm(LQ
0 k>1
L T T
— z/ f(&, 7)sin <I€L§> dg < f(z,t) = ka(t) sin (ka>
0 k>1

oppure

L t L
ule, 1) = /0 G €, 1)p(€)de + /0 /0 G, 6t — 7)f(6,7)dédr

dove G(z,¢&,t) Zsm ( ) sin (Tﬂ?) e_(nza)zt

sul segmento non omogenea

ug = augy + f(z,t) €10,

u(z,0) = p(z) p € CO([0, L])
u(0,1) = p (1)
u(L,t) = pa(t)

prendo u(x,t) = v(z,t)+U(z,t), scelgo U(z,t) che mi rende omogenei i valori al bordo (per esempio
Uz, t) = p1 + F(u2 — p1)) e mi ritrovo che v(x,t) soddisfa il caso precedente

sul segmento omogenea nelle derivate

up = a2uxx x € [0, L]
u(z,0) = p(z) p € CO[0,L]), ¢'(0) = (L) = 0
uz(0,8) = uy(L,t) =0

o\ 2 L
- Zcpk Cos <l<zrx> e (Tt dove Vr = z/o (&) cos (Tf) dg

k>0
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sul segmento con condizioni al bordo miste (1)

U = a*Ugy x €10, L]
U(Z’,O) = 90(‘73) pE CO([()? L])
w(0,t) = uy(L,t) =

sul segmento con condizioni al bordo miste (2)

Ut = a®ugy z € [0, L]
u(z,0) = p() @ e C([0, L))
uz(0,t) =u(L,t) =0
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Eq. di Laplace
Teorema: se u & armonica su tutto Q allora [, %u(r, 0)do =0

Teorema: u(My) = ﬁ fEa udo, dove X4 = 0By (M), se u & armonica in B, (M) C R?
u(Mp) = ﬁ fEa udo, dove ¥4 = 0B,(My), se u & armonica in B,(My) C R3

Principio del massimo (interno): u € C(T' N 9T) U C?*(T) armonica raggiunge il massimo in 9T

Teoremi di unicita:

nel caso di un problema interno la soluzione e unica
Au=0 inT CR?

la soluzione del problema esterno u‘ or =1 ¢ unica
lim g oo u(M) = 0
Au=0 inTCR?

la soluzione del problema esterno u‘ or =1 € unica

u limitata

problemi radiali

le funzioni armoniche fondamentali (nel piano) sono:
A€eR, 0, Inr, r"cos(nb), r"sin(nb), r~" cos(nd), r~"sin(nh) e la soluzione & scrivibile come

u(r,0) = A+ B0+ Clnr+ Z[Dnr" cos(nf) + E,r" sin(nf) + F,r~ " cos(nf) + Gpr~ " sin(nh)]
n>1

sul rettangolo

Au=0 inQ=1[0,Li] x [0, Lo
u=f(x) sey=0

T s L s
ury) = Y2 o (-0 aove fo= 2 [ esm(ETerae

- L
=1 smh(—kﬂ'L—f 0 L1
Nel caso di rotazioni {

sulla striscia

{Au—O in Q={6¢c[0,1]}
u =0y

ci si restringe al quadrato [0, 1] x [0, 1], si impone che u(0,y) = f(y) e si risolve
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Formule di addizione e sottrazione

cos(a £ ) = cosacos 8 F sin asin 3

sin(a + ) = sina cos B + cos asin 3

Formule di prosta(ta)feresi

Sina+sinﬂ:2sina+ﬁcosa_ﬁ
2 2
sina—sinﬁ:2cosa+ﬂsina_ﬁ
2 2
cosa+cosﬁ=2cosa;ﬁcosa;ﬁ
cosa —cos 3 = —2sina+ﬁsina_ﬁ
2 2
i +
tana £ tan 8 = M con a, 3 # z—H’<:7T,k:€Z
cos a cos 3 2
i +
cotaicotﬂ:w con o, 3 # km, k € Z
sin asin 3

Formule di Werner
sin asin f = %[cos(a — B) — cos(a + B3)]
cosacos 3 = %[cos(a + ) + cos(a — )]

sin o cos 3 = %[sin(a + ) + sin(a — 3)]



