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Obbiettivo

L’obbiettivo dello studio e
guello di costruire una funzione
hash g: R -~ U, dove RYé
uno spazio di dimensione d e
U e uno spazio di dimensione

fissata, tale che dati | punti
P.g-
- Se ||p-glf =T,
allora Pr[g(p)=0(q)] e alta
- Se [|p-gl|>cr,

allora Pr[g(p)=0(q)] e bassa
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Locality-Sensitive Hashing - LSH

e Una famiglia H di funzioni h: R — U é detta
(P1,P2,r,cr)-sensibile, se dati | punti p,q:

- Se |[p-ql| < allora Pr[ h(p)=h(q) | > P,
- Se ||p-q|| > cr allora Pr[ h(p)=h(g) ] < P,



Famiglia LSH per A,

Sara descritta una famiglia “ideale” LSH per A..
Questo approccio ha alcune carenze e si mostrera
In quale modo possono essere migliorate.

Sara analizzato in che modo ottenere una buona
famiglia di funzioni LSH, eliminando 1 problemi
della famiglia ideale.

Sara descritto un algoritmo per costruire una
famiglia di funzioni LSH ottimale.

con )\3 indichiamo lo spazio R dotato di
norma A, : ||[Xq,.... Xl o= (%, |+, ..+|x4)%) M2



Ideal LSH Family
R Gd

Una funzione hash h & costruita come segue: Q Q
e Sia GY una griglia regolare infinita
di palle in RY:

ogni palla ha raggio w e ha centro in 4w * Z¢

 Sia GS per interi positivi u, la griglia G¢

spostata in modo random uniformemente; @Q
ossia GS =G9+ S, dove S, [1[0,4w]. mm
N/ g




...Ideal LSH Family

Occorre considerare quanti G sono necessari
per ricoprire l'intero spazio RC.

Si supponga che ne servano U per ricoprire
I'intero spazio con una alta probabilita.

Si definisce h su un punto p come una d+1-upla:
(UXy,....Xg), con ud[1,U] ed Xy,....x; O G

La d+1-upla (u,x,,...,x,) specifica la palla che
contiene il punto p: p UB((X,...,Xy),W).

Se ci sono piu palle che contengono p si sceglie
guella con il piu piccolo valore u.

v



...Ideal LSH Family

Il tempo necessario per calcolare h(p)
et=0(U)

Siiterasu G¢,....G] e sitrovail primo
G tale che p & allinterno della palla con il
centro in G



...Ideal LSH Family

Intuitivamente, questa famiglia soddisfa la
definizione di locality-sensitive data, in quanto

piu Vvicini sono p,q e piu grande e la

probabilita che p,q appartengono alla stessa palla.

Se U = Q(29 allora d=Q(log n), quindi il tempo per
calcolare h(p) pud essere troppo grande.



Actual LSH Family

La famiglia che viene attualmente utilizzata e quella
iIdeale descritta precedentemente a cui si aggiunge
un ulteriore passo che premette di ridurre U,

ossia il numero di griglie G_ per ricoprire lo

spazio.



...Actual LSH Family

Per ridurre U, si fa una proiezione:
@: RY - R' dove:

R' e lo spazio di

dimensione t < d, ottenuto

tramite una riduzione dimensionale random.

Esempio:
si consideri una funzione F:R® - R?,
definita nel seguente modo £ (x,y,z)=(x+y+z, x-2y+32)

determinata dalla matrice A= [1 1 1]
1 -2 3



..JActual LSH Family

Il parametro t e O(log n), cosi che i fattori
esponenziali in t sono dell’ordine di O(n).

Dopo la proiezione, si scelgono le griglie G! ,..., GL

nello spazio di dimensione minore R
Per calcolare h(p), si analizza la proiezione

di p nello spazio R,



...Actual LSH Family

La funzione hash attuale e
h(p)= h(Ap) dove:

e A e una matrice random che
rappresenta la mappa che riduce la
dimensione da d a t.

* h lavora nello spazio dimensionale t.



Algoritmo

Inizializzazione della funzione hash hl H:

1. Peru=1l,...,U, si sceglie un vettore random
s,[0,4w]', che specifica la griglia GL:Gt+ S,
nello spazio euclideo di dimensione t.

2. Sl sceglie una matrice ALIM, ,dove ogni
elemento A; e distribuito in accordo alla
distribuzione normale standard N(O,1) volte un
fattore scalare . La matrice A rappresenta
una proiezione random da R a R!



...Algoritmo

Calcolare h() su un punto p [IRY:

1. Siap’ =Ap la proiezione del punto p nel
sottospazio di dimensione t dato da A.

2. Perogniu=1,2,...,U:

1. Sideve verificare se B(p’,w)n G, #L.
.e. se esiste qulache (x,,...,x)LJG] tale che
PUB((Xq,---,X),W).

2. Una volta trovato tale (x,,...,x,), si definisce

3. Se non si trova alcuna palla cosi definita, si
restituisce il valore 01,



Il valore p

Dato c=1 e p,[1(0,1) si definisce p,(c,p,) la piu
piccola costante p>0 tale che:

per ogni r>0 esiste p,[1(0,1) e una famiglia hash

log(1/ p,) .
og(1/ p,) = P, OSSIa:

(p,,p,,r,cr)-sensibile H: X - N con

p.(C.p,) = Sgpinf { .'232551 . Ofamiglia hash

(p4,P,.T,cr) - sensibile H: X - N}

¢ SeX= )\2 per qualche s>0 e d[IN, definiamo:
ps(c)=sup lim sup p,, (C,q)

O0<qg<l d -



Al valore p

Lemma;

Si consideri la funzione hash h, descritta
nell'algoritmo, siano p,q due punti di R¢.

Sia p, la probabilita che h(p)=h(q) sapendo che ||p-gl| =1,
Sia p, la probabilita che h(p)=h(q) sapendo che ||p-gl| =c.

Allora per w=0(_- ) si ottiene:

p — log@/p) _ 1/C2+O( log( t)

log(1/ p,) 112



...llvalore p

L'importanza del parametro p deriva
dall’applicazione delle funzioni LSH

al problema di approssimazione della
ricerca del nearest neighbor .



Nearest neighbor & R-near neighbor

Nearest neighbor:

O
Data un insieme P di N punti, in uno
spazio di dimensione d, RY, si costruisce
una struttura di dati tale che, dato un Se
guery point g, restituisce il punto di ' r B |
P che & il piu vicino a . " f
Lo
R ighbor: k- :
-near neighbor: T

Un punto T si dice un R-near neighbor di
g se la distanza di T da g e al massimo R.



Algoritmo ingenuo

Dato un query point g, si calcola la distanza di
g da ogni punto di P, e si riporta il punto con
distanza minima.

L'approccio dell’esplorazione lineare ha un
qguery time dell’ordine O(dn), che e
tollerabile per piccoli insiemi di dati, ma al
loro crescere diventa inefficiente e dipende
IN modo esponenziale da d. o

E possibile rimuovere la dipendenza esponenziale da d
tramite 'approssimazione C-approximate near neighbor.



C-approximate near neighbor: c-NN

Dato un insieme P di punti in uno ©
spazio di dimensione d, RY, si
costruisce una struttura di dati
tale che dato un gquery point g,
restituisce qualche punto con
distanza al massimo c-volte la
distanza di p da g, dove p e |l
punto di P piu vicino a d.




Punto di vista random

Randomized C-approximate near neighbor:

Dato un insieme P di punti in uno spazio di dimensione d, R%ed i
parametri R>0, 6>0, sI costruisce una struttura di dati tale che:

dato un query point g, se esiste un punto di P distante R da g,
restituisce i punti di P distanti al massimo cR da g con probabilita 1-o.

Randomized near-neighbor reporting:

Dato un insieme P di punti un uno spazio di dimensione d, RY ed i
parametri R>0, 6>0, si costruisce una struttura di dati tale che:

dato un query point g, restituisce ciascun punto p’L!P con distanza al
massimo R da ¢ con probabilita 1-o.



nearest-neighbor & near-neighbor: collegament

Il problema di near-neighbor puo essere visto
come una versione di decisione del problema di
nearest-neighbor:

Si crea una struttura di dati contenente varie

R-near neighbor, per R=R,...,R,, dove R, dovrebbe essere
piu grande della massima distanza di un query point
rispetto al suo nearest neighbor.

Il nearest neighbor si recupera riordinando la
struttura di dati rispetto all’ordine crescente del
raggio, ci si ferma quando si trova il primo punto.



Conclusione

In conclusione si puo dimostrare:

Teorema: Usando I'algoritmo descritto precedentemente &
possibile risolvere il problema c-NN in )\g che richiede un
guery time O(dn®) e O(dn'*P) per lo spazio e
pre-elaborazione.

Dove il valore di p e dato dal lemma visto
precedentemente:

— logd/p) —_q/~2 log( t)
P = fogarp,) ~HCTHOTE)




